
制作 楽習堂（岐阜県羽島郡笠松町春日町 26-1） 

直線ℓ：𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄 = 𝟎と直線ｍ：𝒅𝒙 + 𝒆𝒚 + 𝒇 = 𝟎の交点Ｐ(𝜶, 𝜷)を通る任意の直線（但し、

ｍは除く）は、𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄 + 𝒌(𝒅𝒙 + 𝒆𝒚 + 𝒇) = 𝟎として表すことができることの証明。 

 以下では、４つの段階に分けて証明を進めていくが、実はこの命題には暗黙の前提がある。 

【根本前提】𝑎𝑒 = 𝑏𝑑ではない。⇒ここから、以下の諸前提が派生する。 

〔派生前提Ⅰ〕𝑎 = 𝑏 = 0ではない。（もし𝑎 = 𝑏 = 0なら、𝑎𝑒 = 𝑏𝑑となって根本前提に矛盾するため） 

※この派生前提は、ℓの式が直線を表すことを保証している。 

〔派生前提Ⅱ〕𝑑 = 𝑒 = 0ではない。（もし𝑑 = 𝑒 = 0なら、𝑎𝑒 = 𝑏𝑑となって根本前提に矛盾するため） 

※この派生前提は、ｍの式が直線を表すことを保証している。 

〔派生前提Ⅲ〕𝑎 = 𝑑 = 0ではない。（もし𝑎 = 𝑑 = 0なら、𝑎𝑒 = 𝑏𝑑となって根本前提に矛盾するため） 

※この派生前提が成り立たない場合、ℓとｍは共にｘ軸に平行になるので、２直線が平行になって交点が存在しない

か、あるいは２直線が一致して交点が無限に存在するかのいずれかとなる。そうならないことが保証されている。 

〔派生前提Ⅳ〕𝑏 = 𝑒 = 0ではない。（もし𝑏 = 𝑒 = 0なら、𝑎𝑒 = 𝑏𝑑となって根本前提に矛盾するため） 

※この派生前提が成り立たない場合、ℓとｍは共にｙ軸に平行になるので、２直線が平行になって交点が存在しない

か、あるいは２直線が一致して交点が無限に存在するかのいずれかとなる。そうならないことが保証されている。 

〔派生前提Ⅳ〕：−𝑎 𝑏⁄ = −𝑑 𝑒⁄ ではない。（根本前提の両辺を−𝑏𝑒で割ることによって導かれる） 

※この派生前提が成り立たない場合、ℓとｍの傾きが同じになるため、２直線は平行になって交点が存在しないか、

２直線が一致して交点が無限にあるかのいずれかとなる。そうならないことが保証されている。 

※派生諸前提から想像できると思うが、根本前提とは、ℓとｍにただ一つの交点が存在するための条件なのである。 

ところで、なぜ𝑎𝑒 ≠ 𝑏𝑑である必要があるのだろうか？ 

ここで、２直線の交点の座標が２直線の式の連立方程式を解くことで導けるということを、思い出して欲しい。しかし

逆に、もし連立方程式が解けなければ、（ただ一つの）交点は存在しないのである。２直線の式の連立方程式が解け

るということは、グラフ上の２直線の交点が存在することの代数的表現に他ならない。 

そして𝑎𝑒 ≠ 𝑏𝑑は、２直線の式の連立方程式が解けるための必要十分条件なのである。この点の詳細な説明は、

『連立方程式が解ける条件とは？』という別資料を参照のこと。 

 

① 𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄 + 𝒌(𝒅𝒙 + 𝒆𝒚 + 𝒇) = 𝟎が直線を表すことの証明。 

与式は、(𝑎 + 𝑘𝑑)𝑥 + (𝑏 + 𝑘𝑒)𝑦 + (𝑐 + 𝑘𝑓) = 0と変形することができる。𝐴 = 𝑎 + 𝑘𝑑、𝐵 = 𝑏 + 𝑘𝑒、𝐶 = 𝑐 + 𝑘𝑓と

おけば、𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0となる。素朴に考えれば、これが直線を表すことは明らかである。 

※普通の高校生であれば、この素朴な理解で十分だが、厳密には𝐴 = 𝐵 = 0にならないことを証明しなければ、これ

が直線を表すと断定することはできない。より高度な理解を目指す人のために、𝐴 = 𝐵 = 0にならないことを証明する。 

𝐴 = 𝐵 = 0になると仮定して、背理法による証明を行う。 

仮定より、𝑎 + 𝑘𝑑 = 𝑏 + 𝑘𝑒 = 0である。場合分けを行う。 

〔ⅰ〕𝑑 = 0の場合…この条件を仮定の𝑎 + 𝑘𝑑 = 0に代入すると、𝑎 = 0も導かれるので、派生前提Ⅲに矛盾する。 

〔ⅱ〕𝑒 = 0の場合…この条件を仮定の𝑏 + 𝑘𝑒 = 0に代入すると、𝑏 = 0も導かれるので、派生前提Ⅳに矛盾する。 

〔ⅲ〕𝑑 ≠ 0かつ𝑒 ≠ 0の場合…仮定から、𝑘 = −𝑎 𝑑⁄ = −𝑏 𝑒⁄ となる。これを変形すると𝑎𝑒 = 𝑏𝑑となるが、これは根

本前提に矛盾する。 

〔ⅰ〕、〔ⅱ〕、〔ⅲ〕で全ての可能性は尽くされている。全ての場合で𝑎 + 𝑘𝑑 = 𝑏 + 𝑘𝑒 = 0、つまり𝐴 = 𝐵 = 0になら

ないことが、背理法によって証明された。【証明了】 
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※①の結果を踏まえて、𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 + 𝑘(𝑑𝑥 + 𝑒𝑦 + 𝑓) = 0のことを、以下では直線ｎと呼ぶ。 

 

② 直線ｎ：𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄 + 𝒌(𝒅𝒙 + 𝒆𝒚 + 𝒇) = 𝟎が交点Ｐ(𝜶, 𝜷)を通ることの証明。 

交点Ｐは直線ℓ上の点だから、𝑎𝛼 + 𝑏𝛽 + 𝑐 = 0。 

交点Ｐは直線ｍ上の点だから、𝑑𝛼 + 𝑒𝛽 + 𝑐 = 0。 

よって、𝑎𝛼 + 𝑏𝛽 + 𝑐 + 𝑘(𝑑𝛼 + 𝑒𝛽 + 𝑐) = 0 + 𝑘 ∙ 0 = 0。 

これは、(𝑥, 𝑦) = (𝛼, 𝛽)が𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 + 𝑘(𝑑𝑥 + 𝑒𝑦 + 𝑓) = 0を満たすことを意味しており、それは直線ｎが交点Ｐ

(𝛼, 𝛽)を通るということに他ならない。【証明了】 

※①と②で、直線ｎが交点Ｐを通る直線であることまでは証明されたが、ｍを除く任意の直線を表すことができること

はまだ示されていない。それを証明することが③の段階である。 

 

③ 直線ｍ上にないＰと異なる任意の点Ｑ(𝜸, 𝜹)を取ると、ｋを適当に選ぶことによって、直線ＰＱ

を直線ｎの形で表すことができることの証明。 

点Ｑはｍ上にないことから、𝑑𝛾 + 𝑒𝛿 + 𝑓 ≠ 0である。 

これを踏まえて、𝑘 = − (𝑎𝛾 + 𝑏𝛿 + 𝑐) (𝑑𝛾 + 𝑒𝛿 + 𝑓)⁄ という定数を取り、 

更に変形すると𝑎𝛾 + 𝑏𝛿 + 𝑐 + 𝑘(𝑑𝛾 + 𝑒𝛿 + 𝑓) = 0となる。 

これは、(𝑥, 𝑦) = (𝛾, 𝛿)が𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 + 𝑘(𝑑𝑥 + 𝑒𝑦 + 𝑓) = 0を満たすことを意味しており、それは直線ｎが交点Ｑ

(𝛾, 𝛿)を通るということである。 

②の結果と合わせて考えると、直線ｎが点Ｐと点Ｑを共に通ることが明らかになった。直線ｎは直線ＰＱに他ならない

ことがわかる。【証明了】 

 

④ ③の結果、𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄 + 𝒌(𝒅𝒙 + 𝒆𝒚 + 𝒇) = 𝟎は、点Ｐと直線ｍ上にない任意の点Ｑを結ぶ

直線を表すことがわかった。これは、点Ｐを通るｍ以外の任意の直線を表している。【全証明

完了】 

※「P と任意の点Ｑと結ぶ直線が、点Ｐを通る任意の直線を表す」という主張がすんなりと理解できない場合は、引き

たい直線を先に選んで、その上にある適当な点をＱとして選べばよいと考えて欲しい。 

※尚、直線ｎ：𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 + 𝑘(𝑑𝑥 + 𝑒𝑦 + 𝑓) = 0が直線ｍを表すことはできない理由は、以下の通りである。 

③における点Ｑ(𝛾, 𝛿)をｍ上のＰと異なる点であるとする。この場合の直線ＰＱが、直線ｍに他ならない。 

この時、Ｑがｍ上にあることから 𝑑𝛾 + 𝑒𝛿 + 𝑓 = 0であり、Ｐと異なる点であるためにはℓ上の点ではあり得ないので

𝑎𝛾 + 𝑏𝛿 + 𝑐 ≠ 0となる。結果、𝑎𝛾 + 𝑏𝛿 + 𝑐 + 𝑘(𝑑𝛾 + 𝑒𝛿 + 𝑓) = (０でない数) + 𝑘 ∙ 0 = (０でない数)となるので、直

線ｎは満たし得ないことがわかる。つまり、この場合の直線ＰＱすなわち直線ｍは、直線ｎの形で表すことができない。 

直線ｍを表現するためには、ℎ(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐) + 𝑘(𝑑𝑥 + 𝑒𝑦 + 𝑓) = 0というような式を一般形として採用する必要が

ある。この形であれば、ℎ = 0、𝑘 = 1とすることで、直線ｍをも表すことが可能になる。 


